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Περίληψη: Ἡ διερεύνηση των Υ.τ. µέσω των δυναμικών εργαλείων που 
προσφέρονται απὀ το λογισμικό ῥοκείςεπραά, µπορεί να συνδέσει 
αποτελεσματικά θέµατα γραμμικών απεικονίσεων, µε την Γραμμική 
Άλγεβρα. την Αναλυτική Γεωμετρία την Μηχανική και να προαγάγει την 
πειραματική σκέψη στα Μαθηματικά, κάτι που µπορεί να είναι και ένας 
μοχλός μελλοντικής επαναφοράς της Ελλάδας στην οικονομική Ανάπτυξη. 


ΦΙΠΊΠΙ8ΕΥ: Τους οχρἰοταίοπ (πτοισα {πε ἀἆγπαπις ἴοοίς ο[σετεά ὮΥ 
οκείςπραά 5ο[ίνγατε «8η ε[[εςοίνε]γ Ἠπκ Ἠπεαί 1ΠιᾶσείΥγ Ίδδμαες Υί1 Τ1π6αίΓ 
Αἰσεῦτα, Απα]γαςα] (αεοπιείΥγ, ΕπσιπεεΓηπσ απἀ Ρρτοπιοίε εχρετιππεπία] 
(πηΚίηςσ 1Π πιαίπεπ]αίίςς, ΝΠΙΟὮ «8η αἶς5ο ὃε α Ίενει οἱ Ταίωταο τερίοΓα Ίο οἱ 
(ὤταεςε {ο εοοποπηῖς ἀενε]οριπεπί. 


Πρόλογος: Η διδασκαλία των γ.τ. στην Δευτεροβάθμια Εκπαίδευση, 
απετέλεσε ένα μείζον διαχρονικό και σπουδαίας σημασίας κομμάτι της 
ὁιδακτέας ύλης της Ευκλείδειας Γεωμετρίας για πολλές δεκαετίες. Τις 
τελευταίες τέσσερις δεκαετίες επήλθε υποβάθμιση της διδασκαλίας της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας κυρίως λόγω της αποσύὐνδεσής της από τις 
Πανελλήνιες εξετάσεις και τον διαχωρισμό του εξαταξίου Γυμνασίου σε 
τριετές Λύκειο και τριετές υποχρεωτικό | υμνάσιο. [12] Σουνεχίστηκε και µε 
την αποσύνδεση της Αναλυτικής Γεωμετρίας από Πανελλήνιες ενώ 
ολοκληρώθηκε προσφάτως και µε την απόσυρση της διδασκαλίας των 
Μιγαδικών που είχαν µια σύνδεση µετην έννοιατου γ.τ. Το πόσο πολύ έχουν 
ὁδιευρύνειτα όρια της Ι εωµετρίας τα δυναμικά Γεωμετρικά λογισμικά. είναι 
κάτι που δεν είναι πολύ γνωστό στην Ελλάδα, αφού η εξεταστική δοµή των 


Πανελληνίων εξετάσεων (ή ό,τι κατά καιρούςτις 
υποκαθιστά) ὃεν επιτρέπει ὁιαπραγµάτευση 
θεμάτων µε χρήση λογισμικών, οποιουδήποτε 
είδους. Με αυτή την λογική. χάνεται µια αφανής, 
αλλά σοβαρή συνιστώσα των Μαθηματικών, η 
ανακαλυπτική τῶν ιδίων των προτάσεων, µέσω 
πειραματισμού και ισχυρότατων εικασιών που 
προσφέρουν τα δυναμικά λογισμικά απὀ τον ίδιο 
τον σχεδιασμό τους. [1] Στα επόμενα 
παραδείµατα που ΌθΌα παρουσιάσουμε, 
αναδύονται τα προτερήματα των δυναμικών 
εργαλείων (εδώ του οκείςπραἆ) σε σχέση µόνο 
µε το κεφάλαιο των γ.τ. 


1 . Τα «σταθερά στοιχεία» του γ.τ.. τα οποία 
πλέον είναι και αυτά µεταβλητά: Ένας αρκετά 
γνωστός και ὁημοφιλής γ.τ. αφορά «σκάλα 





ο Α 


Σχήµα 1: Το μέσον Μ της σκάλας 
διαγράφει τεταρτοκύκλιο, ενώ το 
τυχαίο σηµείο της Ν, φαίνεται να 
διαγράφει τέταρτο έλλειψης. 


ολισθαίνουσα επί τοίχου» και για την οποία ζητούμενος είναι ο γ.τ. του 
μέσου της. Επειδή η σταθερού μήκους ΑΒΞΠ σκάλα µε τον τοίχο και το 
έδαφος σχηματίζουν ένα ορθογώνιο τρίγωνο και επειδή η ὁδιάµεσος επί την 
υποτείνουσα είναιτο μισό της υποτείνουσας, έπεται ότιτο μέσον της σκάλας, 


ά Ιά [ ά ά 
ανήκει σε κύκλο (0Ο, ο. του οποίου ένα 


τεταρτοκύκλιο και µόνον αυτό, είναι τελικά ο 
ζητούμενος γ.τ. Εδώ υποτίθεται ότι τελειώνει το 
θέµα, αλλά µε το ῥῬκείςεπρ8αἀ, μόλις αρχίζει: 
Π]οίος είναι ο Υ.τ. ενός τυχαίου σημείου της 
σκάλας πλην του μέσου της καθώς ολισθαίνει 
στον τοίχο; Εδώ το εργαλείο σχεδιάζει κάτι που 
μοιάζει µε τέταρτο έλλειψης. Σχήµα 1) ΕΠ 
συνεχής θεώρηση του τόπου από την ειδική 
περίπτωση του κύκλου σε έλλειψη όπου γίνεται η 
μετάβαση από ΝΑΞΝΒ στο ΝΑΦΝΒ, επάγειτην 
εικασία ότι και για έλλειψη ομιλούμε και οι 
ημιάξονες είναι οι ΝΑ. ΝΒ, κάτι που προκύπτει 
ξέχωρα και από τον ὀυναμικό χειρισμό του 


Β 
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Σχήµα 2: Καὺδώς το Ν κινείται επί του 
ΑΒ µε το ΑΒ ακίνητο, η παραγόμενη 
οικογένεια τετάρτων παραθολών, 
φαίνεται να έχει ως περιθάλλουσα 
κάποια καμπύλη που μοιάζει µε 
τεταρτοκύκλιο, αλλά τελικά δεν εἶναι. 


σχήματος καθώς Α-»0Ο είτε Β-»Ο . Ἐπομένως έχει ανακαλυφθεί η προς 
απόδειξη πρόταση για το ότι έχουµε τέταρτο έλλειψης. Πράγματι, αν Ν(Χ, 


ψ) και Ο η αρχή των αξόνων µε ΟΑ και 
ΟΒ οι χχ΄ και ψψ΄ αντιστοίχῶς, τότε από 
την ομοιότητα των τριών ορθογωνίων 
χ ΟΑ Ψψ ΟΒ 
ΒΝ | ΑΝ 
όπου αν υψώσω τις δύο ισότητες στο 
τετράγωνο και τις προσθέσω κατά µέλη. 
θα έχω 
3 2 . . 2 

ἆ τε. ν . ο. ὰ ----] δηλ. 
ΒΝ΄ ΑΝ { { { 
το Ν ανήκει σε έλλειψη. Και η 
διερεύνηση των πάλαι ποτέ «σταθερών 
στοιχείων») του Υ.τ. συνεχίζεται: Ποίος ο 
γ.τ. του τέταρτου της έλλειψης; Εδώ το 
ὀυναμικό εργαλείο µας βοηθά, καθώς 
µπορεί να αναπαραστήσειτην τροχιά του 
τέταρτου της έλλειψης, καθώς το ἈΝ 
κινείται επί του ΑΒ, µε το ΑΒ ακίνητο, 
βλέπουμε να παράγεται µια οικογένεια 
τετάρτων παραβολών που έχουν µια 
ὁιαγραφόµενη περιβάλλουσα καμπύλη 
που µοιάζει µε τεταρτοκύκλιο. Αν 
κρατήσουµε το ΑΧ ακίνητο και 
σχεδιάσουμε το ἴχνος της σκάλας ΑΒ 
καθώς ολισθαίνει μεταξύ εδάφους και 
τοίχου, βλέπουμε την ἴδια παραγωγή 
καμπύλης που μοιάζει µε τεταρτοκύκλιο. 
Η βιβλιογραφική αναζήτηση οδηγεί στην 


τριγώνων, έχω 














καμπύλη «Αστροειδή» η οποία ορίζεται 
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Σχήµα 3: Στο δωρεάν διανομής λογισμικό 
σγαρμππαϊἶσα, η σχεδίαση 40 διαφορετικών 
ελλείψεων µε ἀθροισμα ηµιαξόνων το 1, 
δίνει το παρακάτω σχήμα όπου 
διαγράφεται η αστροειδής ως 
περιθἀάλλουσα των ελλείψεων. 





Σχήµα 4: 

και ως η υποκυκλοειδής κύκλου ακτίνας ρ. εντόςτου οποίου κυλ/εται κύκλος 
ακτίνας ρ/4 . Εναλλακτικώς ορίζεται και ὡς περιβάλλουσα τῶν οικογενειών 
των ελλείψεων, των οποίων οι ημιάξονες έχουν σταθερό άθροισμα . όπως 
στην δική µας περίπτωση. [2] Απονείξεις για την εύρεση του τύπου τῆς 
αστροειδούς δίδονται στο [2] ενώ υπάρχει µια γεωμετρική απόδειξη µε ένα 


επιχείρημα διαφορικής φύσεως για το ότι η ΑΒ είναι εφαπτόµενη στην 
αστροειδή σε συγκεκριµένο σηµείο της, στο [4|. Περεταίρω αναζήτηση, 
δείχνει ότι το πρόβλημα ολισθαίνουσας σκάλας ανήκει σε µια οικογένεια 
τέτοιων προβλημάτων µε ενδιαφέρουσα προβληματική [5] . [6] 
«Συνεχίζοντας την διερεύνηση των «σταθερών» στοιχείων του τόπου 
µεταβάλλουμε και την γωνία τοίχου-δαπέδου σε τιµές οξείας και αμβλείας 
γωνίας, όπου και εκεί βλέπουμε τµήµα παραβολής. Κατασκευαστικά 
βλέπουμε στην οξεία γωνία να υπάρχουν δύο σκάλες που να αψηφούν τον 
νόµο τῆς βαρύτητας και να ολισθαίνουν επἰ των πλευρών της. Με χρήση 
οριακών θέσεων, εικάζουµε ότι πρόκειται για παραβολή µε µεγάλο ημιάξονα 
και μικρό 0 -- Η απόδειξη εκμεταλλεύεται ότι τα Α. Β 


2εῷ-- 2σῳ-- 
ών ν 





ῴὠ -- 


| 0 6 
βρίσκονται στις σταθερές ευθείες ΨΞ εφ ση] γ και Ψξξ-εφ οι γ 


αντιστοίχως, ὣς προς άξονεςτις διχοτόµους των παραπληρωματικών γωνιών 
που είναι κάθετες μεταξύ τους, το ότι ά4(Α.Β)ΞΙ και τέλος ότι το μέσον 


ἔιορὶ 2 |- νο] ὅ) 

Μ(χψ)- χι Ἱχο ΨΑΤΨε χα τχο δν κ του ΔΕ. 
2 2 2 2 

ικανοποιεί την γνωστή εξίσωση της παραβολής 

ως προς την αρχή Ο των αξόνων, την 


5. Έτ Ξ]Ι . «Φυσιολογικά, η απόδειξη 


προεκτείνεται κατά γνωστά και όταν το Μ. είναι 
οποιοδήποτε άλλο σηµείο του ΑΒ που το χωρίζει 
σε σταθερό λόγο. 


Ο Ι εωμετρικός τόπος του 1 εωμετρικού τόπου 
Κ.Ο.Κ. Μια µεγάλη και γόνιμη µαθηµατικώς 
Κλάση Υ.τ. είναι οι απεικονίσεις. Σηµείο Α. µέσω 
µιας γεωμετρικής κατασκευής αντιστοιχίζεται σε μοναδικό σηµείο Α΄ και 
στην συνέχεια ζητείται η τροχιά του Α΄’, καθώς το Α κινείται σε γνωστό 
σημειοσύνολο, συνήθως κύκλου ή τμήματός του. ευθείας ή τμήματός της, 





Σχήµα 5 


αφού αυτά και µόνον αυτά μπορούν να κατασκευαστούν πλήρως µε την 
απαίτηση «με αβαθμµολόγητο κανόνα και διαβήτη» και να προσφέρουν και 
ὁιδακτικώς χρήσιμη εποπτεία. Με τις δυνατότητες επαναληπτικών 
ὁιαδικασιών που προσφέρει το ῥκείςπραά, µπορεί 
αφού το σηµείο Α απεικονιστεί στο Α΄’, στην 
συνέχεια «με την ἴδια διαδικασία» το Α΄ να 
απεικονιστεί στο Α΄ κ.ο.κ. όσες φορές θέλουµε ή 
όσο επιτρέπει η διακριτική µας οπτική ή οι 
ὀυνατότητες του εργαλείου. Στην πραγματικότητα 
έχουμε το σχήμα 
Α--ὐ--[(Α)----σ({(Α) --...-»{(Α) δηλ. 
σύνθεσης απεικόνισης είτε µε τον εαυτό της είτε 
καὶ µε µια άλλη μµονότιµη διαδικασία ϱ. Ένας 
τέτοιος χειρισμός τῶν γ.τ. προσφέρει επέκτασης 
του Γεωμετρικού πλαισίου και επί πλέον 
αναπαράσταση της έννοιας «συνάρτηση» αφού 
εκτός απὀ την σύνθεση απεικονίσεων. τίθεται 
φυσιολογικά και θέµα ύπαρξης σύγκλισης. 





Σχήµα 6. 


Παράδειγμα 1: Το σηµείο Α. προβάλλεται στο Β της ευθείας (ε) και 
απεικονίζεται στο µέσον Α΄ της ΑΒ. Το Α΄ στο μέσον Α΄΄ της Α΄ Β κ.ο.κ. Αν 
το Α ανήκει σε κύκλο η εικόνα του είναι έλλειψη η εικόνα της έλλειψης άλλη 
έλλειψη κ.ο.κ. Πράγματι, αν θεωρήσουμε την αρχή των αξόνων στο κέντρο 


του αρχικού κύκλου και Α(χ.Ψψ) τότε σύμφωνα µετην απεικόνιση Α΄ | .. . 


ὦ, 
και αφού για τις συντεταγμένες του Α ισχύει γ΄ ΕψΨ΄--ρ΄. τότε 


΄ 


2 
σΞ] και στ -ΞΙ . πράγμα που δηλοί ότι η απεικόνιση του 
ρ ρ ο) 
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.- 
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, 


κύκλου, είναι έλλειψη µε µεγάλο ημιάξονα ρ και μικρό ρ/2,που γενικεύεται 


για κάθε μετέπειτα βήμα ν, σε έλλειψη µε µεγάλο άξονα ρ και μικρό 5 





. 


όπου καθώς ν-Ὅοο, - -»0 και η έλλειψη εκφυλίζεται σε ευθύγραμμο 


τµήµα µήκους 2Ρ. όπως και σχηματικά ήδη διαφαίνεται. 


Παράδειγμα 2: Σηµείο Α εντός οξείας γωνίας προβάλλεται στις πλευρές της 
γωνίας, Α΄ και Α΄΄ οιπροβολές και έστω Μ το µέσοντης Α΄Α΄΄’.Μετην σειρά 
του το Μ, προβάλλεται στις πλευρές λαμβάνουμε το νέο µέσον του ευθ. 
τμήματος τῶν προβολών κ.ο.κ. επ άπειρον. Ποίος ο γ.τ. του Μ., όταν το Α 
κινείται σε κύκλο; (Σχήµα ϐ) Το εργαλείο σχεδιάζει µια ακολουθία κλειστών 
καμπυλών που μοιάζουν µε ελλείψεις και φαίνεται να έχουν µια κάποια 
σύγκλιση στην κορυφή της γωνίας. Αν θεωρήσω ως αρχή τῶὠν αξόνων την 
κορυφή τής γωνίας, οριζόντιο άξονα την µια πλευρά της γωνίας καιτην άλλη 
πλευρά ως έχουσα κλίση 1 (χωρίς ὠστόσο να χάνεται η γενικότητα που 
επάγεται) αποδεικνύεται εύκολα, ότι αν Α(χ.Ψ) τότε 


3 Ι 

Μ΄(ΧΨ΄) και ισχύει ών . (Χ.Ψ΄) έχω δηλαδή µια γραμμική 
4 νά 

απεικόνιση Φ. µε γνωστό πίνακα και την ακολουθία ᾠφοφο..οΞΦ που 


να 4 

4 /4 

πινάκων επάγεται απὀ την σύνθεση γραμμικών απεικονίσεων, η αντίστροφη 
απεικόνιση φὶ αντιστοιχεί στον αντίστροφο πίνακα, όπου τελικά αν 
επιλύσουμε ὣς προς (χ.ψΨ) και Ν 
απαιτήσουμε να πληρούν µια 
εξίσωση κύκλου. λ.χ. 


γ 
” ” 3 4 ά ά ” 
αντιστοιχεί στον πίνακα ἅ : όπου και ο ορισµόςτου πολλαπλασιασμού 


1 2 
2 2 
1 ψΨ (5) για. τις 


εικόνες (Χ΄. ψ᾿) έχουµε την 
εξίσωση 

32110” -32ΥψΨ΄--ἰ 
που είναι έλλειψη. αλλά για 





, , Σχήµα 7: Εδω θλέπουμε µια εικόνα σύγκλισης, όπου οι 
να αποδειχθεί θέλει και καμπύλες δεν πλησιάζουν την κορυφής της γωνίας, αλλά 
κάποιο μετασχηµατισ μό έχουµε - κατ΄ αναλογίαν µε τον Απειροστικό Λογισμό- ένα 


στροφής ο οποίος μελετάται εἰδος οµοιόμορφης σύγκλισης. 


πλήρως µε θεωρία τετραγὠωνικών μορφών όπου χρησιµοποιείται µεγάλο 
κομμάτι βασικής Γραμμικής Άλγεβρας (διοδιανύσματα. ιδιοτιμές, 
ὁιαγὠωνοποίηση) [7] Δίγο να διαφοροποιηθούµε και αντί να αντιστοιχίσουµε 
το Α στο µέσον του Α΄Α΄΄ , στον πόδα του Α επί την Α΄Α΄΄ έχουµε µια µη 
γραμμική απεικόνιση και η ακολουθία µε έναρξη τον κύκλο µας δίνει µια 
εικόνα κλειστών καμπυλών σε σχήµα αυτεπίστροφου και µια σύγκλιση όπου 
οι καμπύλες φαίνονται να πλησιάζουν «οσοδήποτε κοντά» στις πλευρές τῆς 
γωνίας (Σχήµα 7) και να είναι µια ανάλογη εικόνα που ίσως θα δει πολύ 
αργότερα ο µαθητής στην ομοιόμορφη σύγκλιση. 


Παράδειγμα 3: Στο επόμενο παράδειγµα Α Ρ κο 
(Σχήµα ϐὅ) ένα σταθερό κατά μήκος και ων 
ὀιεύθυνση ευθύγραμμο τµήµα ΑΡβΒ-Ξα κινείται ὤ) 
επί κύκλου µοναδιαίας ακτίνας ρΞΙ. Στην 
ὀιεύθυνση 0Β. λαμβάνουμε τµήµα ΒΜΞΒΑ. 


Ζητείται ο γ.τ. του Μ. Το ενδιαφέρον εδώ 


Α Β Α ϐΒ 
είναι ότι µόνο ανάλογα του µήκους ΑΡΒ-α, ο κά σα 
τόπος παίρνει διάφορες διακριτές µορφές και .α 6) 
µια ασυνέχεια μετάβασης απὀ την µια µορφή Ἂ 
στην ἆἀλλη καθώς α-ὉὋρ. ότι οι καρτεσιανές 

Α Β 


συντεταγμένες οδηγούν σε γιγαντιαίο τύπο 
ενώ οι πολικές στον ασυγκρίτως μικρότερο Α Β 
α) «(ε-4)΄--2α(γα)συνθ- ρ αν πάρουμε ως 
πόλο το Κέντρο του κύκλου Ο και αρχή 
ὁδιαγραφήςτηςθ, την σταθερή κατεύθυνση του 





ΑΒ . κατά την ορθή φορά. Σχήµα ἃ 


Παράδειγμα 4: Το λογισμικό οκείςηραἀ, σχεδιάζει και τόπους γεωμετρικών 
αντικειμένων, όπως είδαμε και την κυλιόμενη σκάλα. Χαρακτηριστικό 
παράδειγµα, αποτελεί το σχήμα Ὁ. όπου το ένα άκρο Α ευθυγράµµου 
τμήματος, ΑΒ μένει σταθερό ενώ το άλλο κινείται επί κύκλου. Ο) γ.τ. της 
µεσοκαθέτου του ΑΒ, διαγράφει το εξωτερικό µέρος υπερβολής µε δύο 
σκέλη. µε εστίες τα Α και Ο και διαφορά αποστάσεων ΟΡΒΞΕςοί ενώ µε 
συνεχή κίνηση του Α προςτο Ο. οτόπος μεταβάλλεται σε έλλειψη κατά την 
είσοδο του Ο. εντός του κύκλου. µε συνέχεια στις εστίες και άθροισμα 
αποστάσεων πάλι ΟΒΞΕΞΞεΙ. 


Συμπεράσματα: Από τα προεκτεθέντα είναι φανερό, ότι τα δυναμικά 
εκπαιδευτικά λογισμικά. όπως το οκείςπραἆ και τα παρόµοιά του (Οα80π. 
Εαςμάτανν, (εοσεύτα, (πάετε]]α : 


1) Εμπεριέχουν τεράστιες διερευνητικές 
ὀυνατότητες για θέµατα γεωμετρικών τόπων 
και γεώμετρικών απεικονίσεων. 
2) Περιέχουν εκ κατασκευαστικής 
λογικής τον πειραματισμό για την εξαγωγή 
βάσιµης εικασίας επανακαλυπτική αλλά και 

ή 


γνησίως ανακαλυπτική μάθηση. αφού τα ΝΑ ΝΗΝΙΠΙ/ 
, / / , ὼὰ ή η α ή! ῇ 
εργαλεία αυτά στέκουν στον αντίποδα της Αμ (ς) 


Ευκλείδειας αυστηρής μαθηματικής 
παράδοσης στην διδασκαλία (Ξ«Αν Α τότε 
Β») αφού και το Α και το Β είναι κάθε φορά 
καταλλήλως ανοικτά, περισσότερο ή λιγότερο 


Ενδεχόµενα σε σχέση τον σχεδιασμό του 


/ 


, 


, 


/ ή” 


διδάσκοντα, κάτι που δεν είναι πρωτότυπο για τς . 
τα ίδια τα μαθηματικά . αλλά κάτι που τώρα «ΜΗΝ 
προσφέρεται λόγω ταχύτητας σχεδιασμού, 
ακρίρειας σχημάτων, ακρίρειας μετρήσεων και κυρίως δυναμικής 
συμπεριφοράς, µε πρόσβαση στην ολιστική διερεύνηση ενός θέματος. Έτσι, 
η «ανακαλυπτική μάθηση» του Βτιποί, µέσω των λογισμικών αυτών, 
αναγκαστικά θα περιλαμβάνει τον πειραματισμό για εξαγωγή εικασιών, [10] 
κάτι που γενικώς ὃεν φαίνεται στα μαθηματικά (όπως στις άλλες Φυσικές 
Επιστήμες) κατά την φάση της διδασκαλίας τους, αλλά µόνο στην 
ανακάλυψή τους.[1] Χαρακτηριστικό το παράδειγµα της γνωστής πρότασης 
«Τα µέσα των πλευρών τετραπλεύρου εἴναι κορυφές παραλληλογράμμου» η 
ὀυναμική διερεύνηση της οποίας παράγει άλλες επτά νέες προτάσεις µε το 
ίδιο δυναμικό σχήμα. [5] 

2) Οι Υ.τ. που εκ τῆς φύσεώς τους υπόκεινται σε κινητική-δουναμική 
θεώρηση, είναι αποδέκτες τῶν ὠφελημάτων της νέας τεχνολογίας και 
φαίνεται ότι µπορεί να παραχθεί νέα γνώση στον πλέον αρχαίο και 
ὁιερευνηµένο κλάδο των Μαθηματικών, όπως η Ευκλείδεια Γεωμετρία, 
φυσικά µε την νοµοτελειακή προαγωγή της σε Αναλυτική όπως 
καταδεικνύεται συνεχώς µέσα απ΄ αυτά τα δυναμικά εργαλεία, αφού στην 





θέση του µμαθηματικού αντικειμένου «ὀ,τι µπορεί να κατασκευαστεί 
πρωτογενώς µε κανόνα και διαβήτη» (Ευθεία-τμήμα ευθείας, κύκλος τμήμα 
κύκλου ) τίθεται πλέον το «οποιαδήποτε (συνεχής) γραμμή», στα 
κατασκευαστικά όρια των λογισμικών. 

4) Ο πειραµατικός τρόπος εργασίας για την εξαγωγή ισχυρών 
Γεωμετρικών εικασιών προσιδιάζει µε όλους τους βασικούς πειραματικούς 
τρόπους όλων των Φυσικών και µη επιστημών, όπου ένα μέγεθος που 
εξαρτάται απὀ διάφορα άλλα, δηλ. δεν είναι συνάρτηση µιας μεταβλητής, 
µπορεί να διερευνηθεί µε την θεμελιώδη τεχνική τῆς διατήρησης σταθερής 
τιμής όλων των μεταβλητών πλην µιας που µεταβάλουμε κατάλληλα και 
λαμβάνουμε πληροφορίες απὀ σχετική διαγραμµατική παράσταση για 
μέγιστα, ελάχιστα ή και εξαγωγή τύπου. [9| Ειδικά για τους Υ.τ. είναι γνωστή 
η εφαρμογή τους και σε μηχανικές εφαρμµογές.[111 

9) Η χρήση ὀυναμικών γεωμετρικών λογισμικών αν γίνει εκτεταμένα, 
στοχευµένα, απὀ µικρή ηλικία, µε κατάλληλη επιμόρφωση, µε αλλαγή 
ὁιδακτικής νοοτροπίας, µε υιοθέτηση και των πειραματικών προσεγγίσεων, 
µε απάλειψη του μοντέλου τῆς σπειροειδούς διδασκαλίας για την Ι εωµετρία 
(που επεβρλήθη µέσω της υποχρεωτικότητας του τρίχρονου 1 υμνασίου) και 
µε καθιέρωση υποχρεωτικής |14-χρονης Εκπαίδευσης, µπορεί να κάνει την 
φυσιολογική µετάραση απὀ Ευκλείδεια , σε Αναλυτική και σύνδεση µε την 
Γραμμική Άλγεβρα. µέσω γραμμικών απεικονίσεων ὅπως ενδεικτικά 
ὁιαφωτίσαµε τα πράγµατα, µέσω της γόνιµης μαθηματικά οδού των γ. τ. 
βάζοντας την πειραματική σκέψη εκεί που της πρέπει , δηλ. αδιάσπαστα µαζί 
µε την θεωρητική. μακράν της αποστήθισης κι ίσως-τελικώς- αυτό αποΡρεί 
ως ένας σημαντικός μοχλός για μελλοντική, στέρεα, οικονομική ανάπτυξη 
της Ελλάδας. 
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